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Pulled spiders and a watermelon graph

········································································································································································································································································································································································································

···············································································

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

• • • • •

• •

•

·····················
··········································

·····················
··········································

·······························································

f f

f

EJ Janse van Rensburg Mathematics and Statistics, York University, Canada Jointly with Stu Whittington – February –Pulling Spiders (and a Watermelon) In honour of Richard Brak 3 / 19



Pulled adsorbing self-avoiding walks
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h = height

v = #returns to adsorbing plane

•

•
cn(v , h) = #conformations

a = e−ε/kT
y = ef /kT

ε ε
• •

Adsorbed

Ballistic

Partition function An(a, y) =
∑
v ,h

cn(v , h) avyh

Adsorbing walks free energy κ(a) = limn→∞
1
n

logAn(a, 1)

Pulled walks free energy λ(y) = limn→∞
1
n

logAn(1, y)

Limiting free energy ψ(a, y) = max{κ(a), λ(y)}
Hammersley, Torrie and Whittington 1982
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Models of uniform pulled self-avoiding graphs

Models of polymers pulled from a surface
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Phase diagram – free, adsorbed, and ballistic phases

Partition function: Z (a, y) =
∑
v ,h

sn(v , h) av yh

Free energy: ψM(a, y) = lim
n→∞

1
n

logZn(a, y)
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Free energies when a = 1
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Polygon: λ(y1/2)
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Pulled f -spiders

Uniform f -star with end-vertices in the adsorbing plane

Pulled in its middle vertex
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The free energy is λ(y1/f )

Outline of the proof

Ingredients (pioneering work of Chris Soteros)
I Strategy bounds
I Unfolded walks
I Walks in wedges
I Most popular arguments
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Ingredients

Pulled walks, Unfolded walks (bridges), Loops, all in Wedges
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Ingredients

Pulled and adsorbing walks, unfolded walks (bridges), and loops
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Most popular heights and widths

Pulled and adsorbing walks, unfolded walks (bridges), and loops

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
•••••••••••••••
•••••••••••••••
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

•••••••••••••••
•••••••••••••••
•••••••••••••••
••••••••••••••
•••••••••••••••
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
•••••••••••••••
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

••••••••••••••••••••••••••••••••••
••••••••••••••
••••••••••••••••••••••••••••••••••
•••••••·················
·····················
·······························································

•

•

·····················
·····················
·····················
·····················
·····················
·····················
·····················
·····················
·············································

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

·····················
·····················
···························································
•

•··············
··········
··············
··········
··············
··········

··············
··········
··············
··········
··············
··········
··············
······

·····················
·····················
·····················
·····················
·····················
·····················
··················································
·················································································································································································································· ······················

•••••••••••••••••••••••••••••••••
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
•••••••••••••••
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

••••••••••••••
••••••••••••••••••••••••••••••••••
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
•••••••••••••••
•••••••••••••••
••••••••••••••••••••••••••••••••••
••••••••••••••
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• •··············
··········
··············
··········
··············
··········
··············
··········
··············
··········

··············
··········
··············
··········
··············
··········
··············
··········
··············
······················································································································································································· ······················f

f

cn(h
∗) bn(h

∗) `n(v
∗)

h∗

h∗

Most popular heights h∗ and visits v∗

λ(y) = lim
n→∞

1
n

log
n∑

h=0

bn(h)yh = lim
n→∞

1
n

log(bn(h∗)yh
∗
)

κ(a) = lim
n→∞

1
n

log
n∑

v=0

`n(v)av = lim
n→∞

1
n

log(`n(v∗)av
∗
)

EJ Janse van Rensburg Mathematics and Statistics, York University, Canada Jointly with Stu Whittington – February –Pulling Spiders (and a Watermelon) In honour of Richard Brak 10 / 19



Most popular heights and widths

Pulled and adsorbing walks, unfolded walks (bridges), and loops
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Pulled adsorbing f -spiders
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Lower bound
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Upper bound

Ignore intersections between the legs

f adsorbing and pulled self-avoiding walks of most popular height h∗:
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Phase diagram of pulled f -spiders
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Pulled f -spiders and an f -watermelon graph
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Pulled f -spiders and an f -watermelon graph
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Conclusions

Free energies are functions of connectivity

The phase diagrams include first order and continuous transitions

Multicritical points

Copolymer spiders have mixed phases (both adsorbed and ballistic)

Tony: thanks for the invitation to contribute to this meeting
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