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Much	
  ado	
  about	
  topological	
  order	
  

Systems	
  with	
  topological	
  order	
  in	
  2+1	
  dimensions	
  typically	
  have	
  
anyonic/fracAonalized/spin-­‐charge	
  separated	
  excitaAons.	
  	
  
	
  
	
  
These	
  quasiparAcles	
  can	
  even	
  have	
  non-­‐abelian	
  staAsAcs,	
  i.e.	
  
when	
  ``braided’’	
  around	
  each	
  other,	
  the	
  system	
  can	
  change	
  state.	
  
	
  
	
  
Local	
  perturbaAons	
  don’t	
  affect	
  staAsAcs,	
  so	
  this	
  gives	
  promise	
  for	
  
topologically	
  protected	
  quantum	
  compuAng.	
  



What	
  is	
  topological	
  order?	
  

•  Conceptually	
  useful	
  definiAon:	
  the	
  number	
  of	
  ground	
  states	
  
depends	
  on	
  topological	
  properAes	
  (e.g.	
  genus)	
  of	
  space.	
  

•  Common	
  (although	
  not	
  required)	
  characterisAc:	
  
	
  	
  	
  	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  gapless	
  edge	
  modes	
  



Free	
  fermion	
  cases	
  are	
  now	
  well	
  understood	
  	
  
	
  

	
  
	
  
	
  
For	
  example,	
  topological	
  insulators	
  and	
  superconductors	
  made	
  
from	
  free	
  fermions	
  in	
  arbitrary	
  dimensions	
  have	
  been	
  classified	
  
	
  	
  	
  	
  	
  via	
  K	
  theory:	
  Kitaev;	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  via	
  edge	
  theories:	
  	
  Ryu,	
  Schnyder,	
  Furusaki,	
  Ludwig	
  
	
  
	
  
	
  

A	
  well-­‐known	
  example	
  is	
  the	
  integer	
  quantum	
  Hall	
  effect.	
  
	
  

	
  
	
  

This,	
  however,	
  is	
  not	
  the	
  simplest	
  example...	
  



The	
  quantum	
  Ising	
  chain	
  

Yes,	
  the	
  one	
  Onsager	
  solved	
  in	
  the	
  ‘40s	
  …	
  

57	
  years	
  later,	
  Kitaev	
  made	
  a	
  trivial-­‐but-­‐profound	
  observaAon:	
  



Fermions	
  exist	
  in	
  nature	
  

The	
  easiest	
  way	
  to	
  solve	
  the	
  2d	
  Ising	
  model	
  is	
  to	
  follow	
  
Kaufmann	
  and	
  map	
  it	
  on	
  to	
  free	
  fermions.	
  In	
  the	
  1d	
  quantum	
  
chain	
  limit,	
  this	
  amounts	
  to	
  a	
  Jordan-­‐Wigner	
  transformaAon.	
  

If	
  your	
  physical	
  system	
  is	
  comprised	
  of	
  spins,	
  then	
  this	
  is	
  a	
  
mathemaAcal	
  trick.	
  	
  

But	
  if	
  your	
  physical	
  system	
  is	
  comprised	
  of	
  fermions…	
  



The	
  quantum	
  Ising	
  chain	
  The	
  Kitaev	
  chain	
  
ar

X
iv

:c
on

d-
m

at
/0

01
04

40
v2

  [
co

nd
-m

at
.m

es
-h

al
l] 

 3
0 

O
ct

 2
00

0

Unpaired Majorana fermions in quantum wires

Alexei Yu. Kitaev∗

Microsoft Research
Microsoft, #113/2032, One Microsoft Way,

Redmond, WA 98052, U.S.A.
kitaev@microsoft.com

27 October 2000

Abstract

Certain one-dimensional Fermi systems have an energy gap in the
bulk spectrum while boundary states are described by one Majorana
operator per boundary point. A finite system of length L possesses two
ground states with an energy difference proportional to exp(−L/l0)
and different fermionic parities. Such systems can be used as qubits
since they are intrinsically immune to decoherence. The property of a
system to have boundary Majorana fermions is expressed as a condi-
tion on the bulk electron spectrum. The condition is satisfied in the
presence of an arbitrary small energy gap induced by proximity of a
3-dimensional p-wave superconductor, provided that the normal spec-
trum has an odd number of Fermi points in each half of the Brillouin
zone (each spin component counts separately).

Introduction

Implementing a full scale quantum computer is a major challenge to mod-
ern physics and engineering. Theoretically, this goal should be achievable

∗On leave from L. D. Landau Institute for Theoretical Physics
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In	
  terms	
  of	
  fermions,	
  the	
  quantum	
  Ising	
  chain	
  includes	
  a	
  
Cooper-­‐pairing	
  interacAon	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  so	
  fermion	
  number	
  
is	
  only	
  conserved	
  mod	
  2.	
  

As	
  a	
  consequence,	
  the	
  fermions	
  are	
  Majorana:	
  they	
  have	
  a	
  single	
  
fermi	
  point.	
  In	
  old-­‐folks	
  language,	
  there	
  is	
  no	
  fermion	
  doubling.	
  
	
  

Open	
  boundary	
  condiAons	
  in	
  the	
  Ising	
  ordered	
  phase	
  yield	
  
edge	
  zero	
  modes	
  in	
  the	
  fermion	
  picture.	
  

Ising	
  order	
  corresponds	
  to	
  topological	
  order!	
  

c†ic
†
i+1 + cici+1

And	
  this	
  has	
  probably	
  been	
  seen	
  experimentally!	
  



Majoranas	
  are	
  not	
  the	
  end	
  of	
  the	
  story	
  

InteracAng	
  systems	
  such	
  as	
  the	
  fracAonal	
  quantum	
  Hall	
  effect	
  
exhibit	
  sAll	
  more	
  interesAng	
  behavior:	
  charge	
  fracAonalizaAon,	
  
universal	
  topological	
  quantum	
  computaAon…	
  
	
  
	
  
Understanding	
  the	
  physics	
  here	
  is	
  much	
  more	
  difficult.	
  
	
  
	
  
A	
  basic	
  thing	
  to	
  do	
  is	
  to	
  add	
  local	
  fermion	
  interacAons.	
  In	
  1d,	
  this	
  
results	
  in	
  a	
  classificaAon	
  very	
  similar	
  to	
  that	
  of	
  free-­‐fermi	
  systems.	
  
Fidkowski	
  and	
  Kitaev	
  

	
  



A	
  different	
  approach	
  to	
  topological	
  order	
  
for	
  interacAng	
  systems	
  

•  1d	
  ``spin’’	
  systems	
  with	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  symmetry	
  can	
  be	
  mapped	
  onto	
  
parafermions.	
  These	
  in	
  general	
  are	
  not	
  perturbaAons	
  of	
  free	
  
fermions,	
  and	
  are	
  strongly	
  interacAng.	
  

	
  
•  Nonetheless,	
  in	
  1d	
  they	
  can	
  have	
  edge	
  zero	
  modes,	
  just	
  like	
  

Majorana/Ising.	
  

•  A	
  byproduct	
  is	
  that	
  we	
  learn	
  something	
  very	
  interesAng	
  about	
  
the	
  integrable	
  chiral	
  Pohs	
  model.	
  

•  Moreover,	
  there	
  are	
  2d	
  spin	
  models,	
  a	
  la	
  Kitaev	
  honeycomb	
  
model,	
  that	
  are	
  parafermions	
  plus	
  a	
  background	
  gauge	
  field.	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

 n



Outline	
  

•  Edge/zero	
  modes	
  in	
  the	
  Ising/Majorana	
  chain	
  	
  

•  Edge/zero	
  modes	
  in	
  the	
  3-­‐state	
  (chiral)	
  clock	
  chain	
  using	
  
parafermions	
  
	
  	
  	
  only	
  if	
  spaAal-­‐parity	
  and	
  Ame-­‐reversal	
  symmetries	
  are	
  broken!	
  

	
  
•  Parafermions,	
  the	
  chiral	
  Pohs	
  model	
  and	
  the	
  Onsager	
  algebra	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  coming	
  full	
  circle!	
  

•  2d	
  quantum	
  systems	
  with	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  symmetry	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  topological	
  order	
  here?	
  

n 



Quantum	
  chains	
  

•  Both	
  for	
  physics	
  and	
  technical	
  reasons,	
  it	
  is	
  beher	
  here	
  to	
  
study	
  one-­‐dimensional	
  quantum	
  chains	
  instead	
  of	
  2d	
  classical	
  
models	
  

•  The	
  2d	
  classical	
  Ising	
  model	
  consists	
  of	
  a	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  “spin”	
  variable	
  at	
  
each	
  site	
  of	
  some	
  2d	
  lance,	
  with	
  nearest-­‐neighbor	
  
interacAons.	
  	
  

•  The	
  quantum	
  Ising	
  Hamiltonian	
  for	
  an	
  L-­‐site	
  chain	
  then	
  acts	
  
on	
  a	
  	
  	
  	
  	
  	
  -­‐dimensional	
  vector	
  space.	
  This	
  comes	
  from	
  taking	
  an	
  
extremely	
  anisotropic	
  limit	
  of	
  the	
  classical	
  transfer	
  matrix.	
  

 2
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How	
  to	
  fermionize	
  the	
  quantum	
  Ising	
  chain	
  

−	
  

CriAcal	
  point	
  is	
  when	
  J =	
  f, ordered	
  phase	
  is	
  J > f. 

symmetry	
  operator	
  is	
  flipping	
  all	
  spins:	
  

flip	
  term	
   interacAon	
  

−	
  



Jordan-­‐Wigner	
  transformaAon	
  
	
  in	
  terms	
  of	
  Majorana	
  fermions	
  

	
  symmetry	
  measures	
  even	
  or	
  odd	
  number	
  of	
  fermions:	
  

string	
  



The	
  Hamiltonian	
  in	
  terms	
  of	
  fermions	
  
•  with	
  free	
  boundary	
  condiAons:	
  

	
  
	
  
•  with	
  periodic	
  boundary	
  condiAons	
  on	
  the	
  fermions:	
  

	
  

A	
  catch:	
  when	
  wrihen	
  in	
  terms	
  of	
  spins,	
  this	
  is	
  twisted	
  by	
  



Extreme	
  limits:	
  

•  J =	
  0	
  	
  (disordered	
  in	
  spin	
  language):	
  	
  	
  	
  

•  f =	
  0	
  (ordered	
  in	
  spin	
  language):	
  

	
  
	
  
The	
  fermions	
  on	
  the	
  edges,	
  	
  	
  	
       and	
              , do	
  not	
  appear	
  in	
  H	
  

when	
  f =	
  0.	
  They	
  commute	
  with	
  H!	
  
χ1 ψ N



•  When	
  f =	
  0,	
  the	
  operators	
  	
  	
   	
  	
  	
  and	
  	
  	
  	
  	
       map	
  one	
  ground	
  state	
  
to	
  the	
  other	
  –	
  they	
  form	
  an	
  exact	
  zero	
  mode.	
  

	
  
	
  
•  The	
  gapless	
  edge	
  modes	
  persist	
  for	
  all	
  f <	
  J :	
  the	
  series	
  

	
  	
  	
  
	
  
	
  
	
  
commutes	
  with	
  H.	
  	
  	
  

•  In	
  the	
  ordered	
  phase	
  f	
  <	
  J,	
  	
  this	
  is	
  is	
  localized	
  near	
  the	
  edge. 
	
  

χ1 ψ N

χ1 + χ3 + χ5 +…
f
J

f
J

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

Exact	
  edge	
  zero	
  modes	
  in	
  the	
  ordered	
  phase	
  



•  For	
  non-­‐abelian	
  topological	
  order	
  degeneracies	
  are	
  necessary,	
  
so	
  that	
  braiding	
  can	
  change	
  states.	
  

	
  
•  The	
  1d	
  edge	
  zero	
  mode	
  commutes	
  with	
  H,	
  but	
  not	
  with	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  

It	
  thus	
  means	
  that	
  all	
  states	
  are	
  two-­‐fold	
  degenerate.	
  	
  

•  Only	
  way	
  to	
  change	
  between	
  states	
  is	
  to	
  add	
  a	
  fermion,	
  or	
  to	
  
do	
  a	
  non-­‐local	
  operaAon	
  (act	
  at	
  both	
  ends).	
  

•  The	
  non-­‐local	
  transformaAon	
  between	
  spins	
  and	
  fermions	
  is	
  a	
  
feature!	
  It	
  makes	
  the	
  degeneracy	
  robust. 

	
  

Spin	
  order	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  topological	
  order	
  

(−1)F



How	
  does	
  one	
  characterize	
  1d	
  topological	
  order	
  
with	
  periodic	
  boundary	
  condiAons?	
  

Simple	
  way	
  for	
  1d:	
  	
  can	
  show	
  it	
  depends	
  on	
  (-1)   of	
  ground	
  state.	
  	
  
	
  

	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

F 

For	
  the	
  experts:	
  	
  	
  this	
  is	
  the	
  1d	
  analog	
  of	
  the	
  2d	
  Chern	
  number.	
  
	
  

Even	
  fancier	
  way:	
  	
  	
  compute	
  sign	
  of	
  Pfaffian.	
  
	
  



On	
  to	
  the	
  	
  	
  	
  	
  	
  case:	
  

•  Fradkin	
  and	
  Kadanoff	
  showed	
  long	
  ago	
  that	
  2d	
  spin	
  models	
  
with	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  symmetry	
  can	
  be	
  wrihen	
  in	
  terms	
  of	
  parafermions.	
  

•  Fateev	
  and	
  Zamolodchikov	
  found	
  integrable	
  criAcal	
  self-­‐dual	
  
lance	
  spin	
  models	
  with	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  symmetry.	
  Later	
  they	
  found	
  an	
  
elegant	
  CFT	
  descripAon	
  of	
  the	
  conAnuum	
  limit.	
  

•  Read	
  and	
  Rezayi	
  constructed	
  fracAonal	
  quantum	
  Hall	
  
wavefuncAons	
  using	
  the	
  CFT	
  parafermion	
  correlators.	
  

 n

 n
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The	
  3-­‐state	
  (chiral)	
  clock	
  model	
  
The	
  quantum	
  chain	
  version	
  of	
  the	
  3-­‐state	
  clock/Pohs	
  model:	
  

flip	
  is	
  now	
  “shiu”	
  	
   “clock”	
  potenAal	
  



A	
  quantum	
  informaAon	
  tangent:	
  
``SIC-­‐POVM’’	
  conjecture	
  

•  Consider	
  n-­‐dimensional	
  complex	
  unit	
  vectors:	
  

•  The	
  conjecture	
  is	
  that	
  there	
  are	
  n	
  	
  	
  vectors,	
  
that	
  are	
  ``equidistant’’	
  -­‐-­‐	
  their	
  inner	
  products	
  are	
  all	
  the	
  same:	
  

•  It	
  seems	
  that	
  these	
  are	
  all	
  given	
  by	
  acAng	
  by	
  shiu	
  and	
  clock	
  on	
  
a	
  single	
  vector!	
  

z = (z1, z2,…zn ); z† ⋅ z = 1

2	
   z(1), … , z(n
2 )

| z(i ) ⋅ z( j ) |2 = 1
n +1

; i ≠ j

Zauner;	
  	
  	
  Renes,	
  Blume-­‐Kohout,	
  Scoh	
  and	
  Caves	
  



Define	
  parafermions	
  just	
  like	
  fermions:	
  

In	
  a	
  2d	
  classical	
  theory,	
  they’re	
  the	
  product	
  of	
  order	
  and	
  
disorder	
  operators.	
  In	
  the	
  quantum	
  chain,	
  

	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Instead	
  of	
  anAcommutators,	
  for	
  i < j and	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  	
  	
  	
  	
  γ = χ  or ψ

γ iγ j = e
2π i/3γ jγ i



The	
  Hamiltonian	
  in	
  terms	
  of	
  parafermions:	
  	
  	
  	
  

	
  

These	
  parafermions	
  are	
  not	
  perturbaAons	
  of	
  free	
  fermions	
  –	
  they	
  
cube	
  to	
  1.	
  The	
  model	
  isn’t	
  even	
  integrable	
  unless	
  J = f.	
  
	
  
	
  
However,	
  when	
  f =	
  0,	
  there	
  are	
  edge	
  zero	
  modes!	
  

shiu	
  term	
   potenAal	
  



Does	
  the	
  zero	
  mode	
  remain	
  for	
  J > f > 0 ?	
  

We	
  can’t	
  cheat	
  like	
  in	
  the	
  Ising	
  chain	
  and	
  just	
  solve	
  the	
  model.	
  	
  

E =	
  0	
  

E	
  
  3

1	
  

0	
  

-­‐1	
  

charge	
  

Since	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  involve	
  the	
  shiu,	
  a	
  zero	
  mode	
  maps	
  between	
  
sectors.	
  	
  For	
  4	
  sites	
  and	
  f=J/2,	
  the	
  spectrum	
  is	
  

χ1,ψ L   3

Doesn’t	
  look	
  like	
  there	
  is	
  a	
  zero	
  mode…	
  



So	
  let’s	
  think	
  about	
  a	
  maybe-­‐easier	
  problem:	
  
periodic	
  boundary	
  condiAons	
  

There	
  is	
  a	
  shiu	
  mode	
  only	
  if	
  the	
  couplings	
  obey	
  an	
  interesAng	
  
constraint!	
  

A	
  parafermion	
  ``shiu’’	
  mode	
  shius	
  the	
  energy	
  uniformly	
  between	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  sectors,	
  i.e.	
  
	
  
	
  
	
  
If	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  then	
  we	
  have	
  a	
  zero	
  mode.	
  

  3

[H ,Ψ]= (ΔE)Ψ

ΔE= 0



ferromagnet:	
  

For	
  classical	
  spin	
  variables	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  the	
  most	
  
general	
  nearest-­‐neighbor	
  interacAon	
  is	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

s j = 1, e
2π i/3, e−2π i/3

−J(s j
* ske

iφ+ s j sk
*e− iφ )

φ

φ = 0

Generalize	
  to	
  the	
  chiral	
  clock	
  model:	
  

Chiral	
  interacAons:	
  

φ ≠ 0 modπ / 3



ferromagnet	
  

φ = 0

symmetric	
  

φ = π / 6

anAferromagnet	
  

φ = ±π / 3

In	
  the	
  quantum	
  Hamiltonian:	
  



Then	
  a	
  10-­‐minute	
  computaAon	
  finds	
  an	
  exact	
  shiu	
  mode	
  
if	
  the	
  couplings	
  obey:	
  	
  

Look	
  for	
  a	
  shiu	
  mode	
  in	
  the	
  chiral	
  model	
  linear	
  in	
  the	
  parafermions:	
  	
  



This	
  	
  calculaAon	
  is	
  the	
  world’s	
  easiest	
  way	
  of	
  finding	
  the	
  
couplings	
  of	
  the	
  integrable	
  chiral	
  Pohs	
  chain.	
  
	
  
	
  
	
  

Howes,	
  Kadanoff	
  and	
  den	
  Nijs;	
  	
  von	
  Gehlen	
  and	
  Rihenberg;	
  	
  	
  AlberAni,	
  McCoy,	
  Perk	
  	
  
and	
  Tang;	
  	
  Baxter;	
  	
  	
  Bazhanov	
  and	
  Stroganov	
  

The	
  integrable	
  chiral	
  Pohs	
  model	
  is	
  quite	
  peculiar.	
  The	
  
Boltzmann	
  weights	
  of	
  the	
  2d	
  classical	
  analog	
  are	
  
parameterized	
  by	
  higher	
  genus	
  Riemann	
  surfaces	
  instead	
  of	
  
theta	
  funcAons.	
  They	
  saAsfy	
  a	
  generalized	
  Yang-­‐Baxter	
  
equaAon	
  with	
  no	
  difference	
  property.	
  They	
  are	
  also	
  2d	
  
reducAons	
  of	
  solvable	
  3d	
  classical	
  models.	
  



This	
  is	
  the	
  symmetric	
  case,	
  halfway	
  between	
  ferro	
  and	
  
anAferromagnet,	
  where	
  the	
  spectrum	
  is	
  invariant	
  under	
  	
  	
  	
  

θ = φ = π / 6The	
  “superintegrable”	
  line	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  very	
  special.	
  
Here	
  the	
  shiu	
  mode	
  occurs	
  for	
  all	
  values	
  of	
  f and J.	
  	
  

H →− H .

Taking	
  commutators	
  of	
  the	
  these,	
  one	
  finds	
  remarkable	
  
simplificaAons.	
  They	
  saAsfy	
  the	
  Onsager	
  algebra.	
  

The	
  idenAcal	
  algebra	
  Onsager	
  used	
  to	
  solve	
  the	
  Ising	
  model	
  
originally	
  also	
  occurs	
  in	
  the	
  chiral	
  Pohs	
  models!	
  	
  
	
  
This	
  allows	
  the	
  explicit	
  construcAon	
  of	
  an	
  infinite	
  series	
  of	
  
quanAAes	
  commuAng	
  with	
  the	
  Hamiltonian.	
  

von	
  Gehlen	
  and	
  Rihenberg	
  



For	
  4	
  sites	
  and	
  f=J/2,	
  the	
  spectrum	
  of	
  open	
  chain	
  with	
  
	
  

E =	
  0	
  

E	
  
  3

1	
  

0	
  

-­‐1	
  
charge	
  

The	
  levels	
  in	
  three	
  sectors	
  get	
  exponenAally	
  close	
  as	
  the	
  number	
  
of	
  sites	
  is	
  increased.	
  Looks	
  like	
  the	
  edge	
  zero	
  mode	
  remains	
  for	
  f/J>0!	
  

φ = θ = π / 6 :

Back	
  to	
  the	
  edge	
  	
  



Finding	
  the	
  edge	
  zero	
  is	
  not	
  easy	
  as	
  with	
  Ising.	
  We	
  can	
  try	
  to	
  
find	
  it	
  iteraAvely.	
  

[V ,χ1]= [V ,ψ L ]= 0 .

Split	
  the	
  Hamiltonian	
  into	
  flip	
  terms	
  and	
  potenAal	
  terms:	
  
	
  
	
  
The	
  parafermions	
  on	
  the	
  edge	
  obey	
  

H = f T + JV

Then	
  if	
  there	
  is	
  an	
  X	
  such	
  that	
  	
  	
  	
  

[T ,χ1]= [V ,X]

χ1 − f
J
X + …

The	
  zero	
  mode	
  on	
  the	
  leu	
  edge	
  becomes	
  



Thus	
  the	
  quesAon	
  is:	
  can	
  V	
  be	
  ``inverted”	
  to	
  find	
  X	
  ?	
  

[T ,χ1]= [V ,X]

For	
  Ising,	
  T	
  and	
  V	
  are	
  are	
  free-­‐fermion	
  bilinears,	
  so	
  it’s	
  easy:	
  

χ1 + χ3 + χ5 +…
f
J

f
J

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

But	
  parafermion	
  commutaAon	
  relaAons	
  are	
  not	
  so	
  nice:	
  

[χ j
†ψ j ,ψ j ] ∝ χ j

†ψ j
†



ω = e2π i/3

Say	
  we	
  want	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  	
  Then	
  X	
  must	
  be	
  a	
  linear	
  combinaAon	
  [V ,X]=ψ 1

so	
  that	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  with	
  

X = Aψ 1 + Bχ2 +Cψ 1
†χ2

†

[V ,X]= ′Aψ 1 + ′B χ2 + ′Cψ 2
†χ2

†

′A
′B
′C

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

= 2i
0 −eiθ e− iθω
e− iθ 0 −eiθω
−eiθω e− iθω 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

A
B
C

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

where	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  

V	
  can	
  be	
  inverted	
  if	
  this	
  matrix	
  can	
  be	
  inverted!	
  



The	
  determinant	
  is	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  non-­‐zero	
  for	
  the	
  chiral	
  case	
  	
  −16J 3 sin(3θ )

θ ≠ 0 modπ / 3

expansion	
  parameter	
  is	
  

No	
  edge	
  zero	
  mode	
  for	
  ferromagnet	
  or	
  anAferromagnet!	
  	
  

f
2J sin(3θ )

χ1 − 2if e− iφX + 2if eiφχ1
†Y +… ,

X = 1
4J sin(3θ )

(ψ 1 + e
2iθ χ2 + e

−2iθωψ 1
†χ2

†) , Y = − 1
4J sin(3θ )

(ψ 1
† + e−2iθ χ2

† + e2iθωψ 1
†χ2

†)

Zero	
  mode	
  is	
  



Perhaps	
  not	
  surprisingly,	
  I	
  do	
  not	
  have	
  a	
  closed-­‐form	
  expression	
  
for	
  the	
  edge	
  zero	
  mode	
  in	
  general.	
  

But	
  using	
  by	
  treaAng	
  this	
  matrix	
  as	
  a	
  sort	
  of	
  Hamiltonian	
  on	
  
the	
  vector	
  space	
  of	
  all	
  parafermion	
  operators,	
  one	
  can	
  do	
  
degenerate	
  perturbaAon	
  theory	
  and	
  prove	
  that	
  the	
  edge	
  zero	
  
mode	
  exists	
  to	
  all	
  orders,	
  as	
  long	
  as	
  the	
  interacAons	
  are	
  chiral!	
  

Brute	
  force	
  not	
  only	
  gets	
  extremely	
  unwieldy,	
  but	
  auer	
  next	
  order,	
  
no	
  longer	
  works!	
  



Thus	
  a	
  miracle	
  of	
  the	
  superintegrable	
  chiral	
  Pohs	
  model	
  	
  is	
  that	
  
despite	
  its	
  not	
  being	
  a	
  free-­‐fermion	
  theory,	
  the	
  algebra	
  generated	
  
by	
  the	
  two	
  parts	
  of	
  the	
  Hamiltonian	
  is	
  idenAcal	
  to	
  that	
  of	
  fermion	
  
bilinears.	
  

In	
  the	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  case,	
  maybe	
  parafermions	
  can	
  be	
  used	
  to	
  
find	
  a	
  Pfaffian-­‐ish	
  formula	
  to	
  detect	
  topological	
  
order	
  ?!?	
  	
  The	
  Read-­‐Rezayian?!?	
  

He	
  didn’t	
  know	
  this	
  orginally,	
  but	
  in	
  the	
  Ising	
  case,	
  the	
  Onsager	
  
algebra	
  is	
  simply	
  that	
  of	
  (zero-­‐momentum)	
  fermion	
  bilinears!	
  

 n



Even	
  more	
  remarkably,	
  these	
  correspondences	
  can	
  be	
  extended	
  to	
  
2d	
  quantum	
  models,	
  where	
  anyons	
  exist!	
  
	
  
The	
  Kitaev	
  honeycomb	
  model	
  is	
  a	
  spin	
  model	
  with	
  nearest-­‐neighbor	
  
interacAons.	
  By	
  exploiAng	
  a	
  non-­‐obvious	
  gauge	
  symmetry,	
  it	
  can	
  be	
  
mapped	
  on	
  to	
  free	
  fermions	
  with	
  a	
  background	
  gauge	
  field.	
  
	
  
Breaking	
  Ame-­‐reversal	
  symmetry	
  results	
  in	
  topological	
  order!	
  

Topological	
  order	
  in	
  two	
  spaAal	
  
dimensions	
  

A	
  similar	
  model	
  can	
  be	
  found	
  for	
  parafermions.	
  However,	
  it’s	
  not	
  
exactly	
  solvable,	
  so	
  is	
  it	
  topologically	
  ordered?	
  

Correspondence	
  to	
  quantum	
  loop	
  models?	
  



QuesAons	
  
•  The	
  1d	
  case	
  hints	
  that	
  in	
  2d	
  we	
  should	
  include	
  these	
  chiral	
  

phases.	
  But	
  how	
  to	
  do	
  this	
  precisely?	
  
	
  
•  Is	
  there	
  a	
  ``Read-­‐Rezayian’’	
  formula	
  for	
  the	
  parafermions	
  

generalizing	
  the	
  Pfaffian/Chern	
  number	
  for	
  fermions?	
  

•  Is	
  there	
  a	
  connecAon	
  to	
  2+1d	
  integrable	
  models?	
  
	
  
•  This	
  is	
  not	
  just	
  formal	
  –	
  actual	
  experimental	
  proposals	
  have	
  

been	
  made	
  using	
  FQHE	
  edges.	
  
	
  

	
  
•  Does	
  this	
  say	
  anything	
  interesAng	
  about	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  magnets?	
  	
  

n 

Clarke,	
  Alicea,	
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